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cálculo numérico de velocidades y aceleraciones en el

mecanismo esférico 4R
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Facultad de Ingenieŕıa, Universidad Autónoma de Yucatán, A.P. 150, Cordemex, Mérida, Yucatán, México.

Fecha de recepción: 18 de septiembre de 2018 — Fecha de aceptación: 5 de noviembre de 2018

Resumen

El cálculo de velocidades y aceleraciones de los elementos que componen a un mecanismo esférico 4R no es una
tarea sencilla. Obtener expresiones anaĺıticas es prácticamente imposible, por lo que se recurre al cálculo numérico
de derivadas. Sin embargo, el método tradicional de diferencias finitas para el cálculo de derivadas introduce errores
de truncamiento y de cancelación. Diferenciación automática (DA) está exenta de los problemas mencionados
y su implementación usando números duales es simple y transparente. No obstante esta simplicidad, su uso es
prácticamente nulo en el área de mecanismos. Este art́ıculo muestra una implementación de DA mediante el uso
de números duales y su aplicación al cálculo de la velocidad y la aceleración del punto acoplador en un mecanismo
esférico 4R.

Palabras Clave: Números duales, diferenciación automática, mecanismos.

Dual numbers and Automatic Differentiation for the
Numerical Calculation of Velocities and Accelerations in

the Spherical 4R Mechanism

Abstract

The calculation of velocities and accelerations in a spherical 4R mechanism is not a simple task. In general, it is
not possible to obtain an analytical expression for such velocities and accelerations, thus a numerical approach for
computing derivatives is used. Nevertheless, the traditional method of finite differences for computing derivatives,
introduces both, truncation and subtractive cancelation errors. Automatic Differentiation (AD) is not subject to
the above mentioned errors, moreover, its implementation by using dual number is straightforward. However, even
when this implementation of AD is simple, its use is not so common in the area of mechanisms. This article shows
an implementation of AD by using dual numbers. The implementation is exemplified by calculating the velocity
and the acceleration of the coupler point in the spherical 4R mechanism.

Keywords: Dual Numbers, Automatic Differentiation, Mechanisms.

1. Introducción

Los problemas que se presentan en el diseño de me-
canismos relacionados con la cinemática, requieren, en
general, análisis tanto de primer orden, también cono-
cidos como análisis de velocidad, aśı como análisis de
ordenes superiores como lo son el de aceleración, pulso e

hiperpulso de cadenas seriales, cadenas cerradas y mani-
puladores paralelos [1]. Por ejemplo, análisis de órdenes
superiores a uno, se han aplicado para realizar estudios
de movilidad [2] y permiten resolver los diversos proble-
mas de singularidad de cadenas cerradas, pues un análi-
sis de primer orden es insuficiente para determinar, de
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manera satisfactoria, el tipo de singularidad [3].

Recientemente en [4], se obtienen las ecuaciones de
análisis de orden superior (del primero al cuarto orden)
para cadenas cinemáticas, a partir de la derivación suce-
siva de la matriz jacobiana, demostrando que los resul-
tados son equivalentes a los obtenidos en [1,5] por medio
de teoŕıa de tornillos.

En [6] se muestra la necesidad de verificar los resul-
tados arrojados a partir de programas computacionales
empleados para el análisis cinemático, ya que no siem-
pre se obtiene la solución adecuada. También se muestra
cómo interpretar los resultados obtenidos del programa
de computadora, que no proporciona los resultados es-
perados. En uno de los experimentos de tal trabajo, se
presenta el análisis de velocidad y aceleración angular
del mecanismo esférico, desarrollado previamente en [7],
empleando el álgebra de tornillos infinitesimales con el
fin de realizar comparaciones.

Por otra parte, en la śıntesis dimensional de meca-
nismos, existen diversas situaciones en el diseño de dis-
positivos mecánicos, en las que es necesario tratar con
restricciones de velocidad y/o aceleración. Por ejemplo,
el diseño óptimo del mecanismo de cuatro barras para
la tarea de generación de trayectoria, donde un punto
del eslabón acoplador debe satisfacer ciertas condicio-
nes, tanto de posición como de velocidad, se ha realizado
en [8–13].

En este trabajo se está interesado en el ánalisis de or-
den superior del mecanismo esférico 4R, espećıficamente,
en el análisis de velocidad y aceleración del punto aco-
plador. El cálculo de velocidades y aceleraciones para
algún elemento de un mecanismo, no es, en general, una
tarea trivial. Un cálculo anaĺıtico no siempre es posible,
o en caso de que lo sea, pudiera no ser una buena op-
ción, ya que en ocasiones las expresiones son complejas y
dif́ıciles de manipular. Una opción es calcular numérica-
mente dichas velocidades y aceleraciones. No obstante,
un cálculo numérico con métodos tradicionales de dife-
rencias finitas, introducen errores de truncamiento y de
cancelación. Se requiere pues, de métodos eficientes y
precisos que no tengan los errores mencionados. Esto se
logra usando diferenciación automática (DA).

En términos generales, DA es una forma algoŕıtmica
de implementar la regla de la cadena. De la gran can-
tidad de trabajos sobre DA (algunos trabajos recientes
son [14–26] y dos libros con aplicaciones e implementa-
ciones de DA [27,28]), solo unos cuantos la implementan
usando números duales (ver por ejemplo: [29–32]), menos
aun la generalizan a segunda derivada [30,32] y práctica-
mente solo en un estudio [33], se ha usado a los números
duales para el cálculo de velocidades y aceleraciones en
mecanismos. Sin embargo, la implementación presenta-
da en [33] es dif́ıcil de aplicar y propensa a errores. A
diferencia de dicha implementación, la que aprovecha el
isomorfismo entre los números duales y R3, en este tra-

bajo los números duales se implementan como un nuevo
tipo de dato. Esto trae muchas ventajas pues la mis-
ma expresión para realizar un cálculo sobre los reales, se
puede usar para hacerlo sobre los duales disfrutando de
las ventajas que estos últimos poseen para el cálculo de
derivadas.

2. Metodoloǵıa

2.1. Diferenciación automática

En esta sección se presentan las formas generales co-
nocidas de implementar DA y cómo una de ellas se puede
lograr con el uso de los números duales.

2.1.1. Modo tangente de DA

Supongamos una función f : Rn → R (el caso ge-
neral g : Rn → Rm es una generalización directa de
este caso ya que cada componente de g será una fun-
ción del tipo f : Rn → R). Sea x ∈ Rn denotado por
x = (x1, x2, . . . , xn). La función f siempre se puede des-
componer en subexpresiones mas elementales, o a lo su-
mo como operaciones sobre dichas subexpresiones. Di-
gamos que tales subexpresiones son

w1 = x1; w1 = g1(x1, x2, . . . , xn)

w2 = x2; w2 = g2(x1, x2, . . . , xn)

...

wn = xn; wn = gn(x1, x2, . . . , xn)

wn+1 = fn+1(w1, . . . , wn)

= gn+1(x1, x2, . . . , xn)

wn+2 = fn+2(w1, . . . , wn, wn+1)

= gn+2(x1, x2, . . . , xn)

...

wp = fp(w1, . . . , wn, wn+1, . . . , wp−1)

= gp(x1, x2, . . . , xn)

f = wp. (1)

Aplicando la regla de la cadena a las ecuaciones (1)
podemos calcular ∂f/∂xj como sigue.

∂f

∂xj
=

p−1∑
α=1

ω∗α ω̇
α
j (2)

donde

ω∗α :=
∂fp
∂wα

, (3)

ω̇αj :=
∂gα
∂xj

. (4)

Observando que de los primeros n términos de la suma
en la Ec. (2) solo contribuye el j-ésimo, pues ω̇ij = δij en
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esos primeros n términos, se tiene

∂f

∂xj
= ω∗j +

p−1∑
α=n+1

ω∗α ω̇
α
j . (5)

El uso de la expresión (5) para calcular las derivadas
parciales de f se conoce como el modo tangente de DA,
también conocido como el ((forward mode)) de DA. El
nombre hace alusión a la manera en que se aplica la re-
gla de la cadena, empezando a derivar f respecto a w1

luego a derivar w1(x) respecto a xj . Esta es la manera
tradicional de calcular las derivadas.

2.1.2. Modo adjunto de DA

Otra manera de calcular ∂f/∂xj se logra escribiendo
las ecuaciones (1) como

w1 = x1

w2 = x2

...

wn = xn

wn+1 = fn+1(wn, . . . , w1)

wn+2 = fn+2(wn+1, wn, . . . , w1)

...

wp = fp(wp−1, . . . , wn, w1)

f = wp. (6)

A primera vista la única diferencia entre las ecuacio-
nes (1) y (6) es que los argumentos de las funciones
fn+1, . . . , fp se han puesto en orden inverso. Esencial-
mente eso no introduce un cambio entre dichos conjun-
tos de ecuaciones. Lo que es realmente importante es que
ahora las funciones wn+1, . . . , wp no se consideran como
funciones de x1, . . . , xn.

De las ecuaciones (6) es claro que ∂/∂xj = ∂/∂wj ,
con lo que las derivadas de f se pueden calcular a
partir de ω∗j . Nótese que para calcular ω∗j es conve-
niente empezar por ω∗p siguiendo con ω∗p−1 pues pa-
ra una wq arbitraria, ésta depende de wq−1, . . . , w1,
lo que significa que ∂wr/∂wq = ∂fr/∂wq = 0
para r < q. Note sin embargo, que ∂fr/∂wr =
∂fr(wr−1, . . . , w1)/∂wr(wr−1, . . . , w1) = 1. Con esto en
mente, no es dif́ıcil calcular las derivadas parciales de f .
En efecto,

∂f

∂wj
=

n+1∑
α=p

ω∗α
∂fα
∂wj

, (7)

con j = 1, . . . , n. Extrayendo el primer término de la
suma queda

∂f

∂wj
= ω∗j +

n+1∑
α=p−1

ω∗α
∂fα
∂wj

. (8)

Con el propósito de no incurrir en inconsistencias,
se ha tenido especial cuidado en no escoger los mismos
śımbolos para denotar a la función y a su respectiva re-
presentacion en un sistema de coordenadas. Es decir, en
la expresión

wp = fp(w1, . . . , wn, wn+1, . . . , wp−1), (9)

wp es algún mapeo en una variedad diferenciable y
su existencia no depende del sistema coordenado usa-
do para representarla. Por el contrario, la función
fp(w1, . . . , wp−1) está ligada a la existencia de un siste-
ma de coordenadas. En muchos casos no hay problema
en usar un solo śımbolo y escribir F = F (z) para alguna
función F y su representación en un sistema de coorde-
nadas z, sin embargo, en el caso presente, la distinción
es necesaria.

2.1.3. Diferenciación automática usando núme-
ros duales

Una forma simple y efectiva de implementar el mo-
do tangente o ((forward mode)) de DA es usando a los
números duales. Un número dual es una cantidad de la
forma

r̂ = a+ ε b, (10)

donde a y b son números reales y ε es la unidad dual con
la propiedad de que ε2 = 0. Estos números no forman
un campo, ya que un número dual puro r̂ = ε b no tie-
ne inverso multiplicativo. Sin embargo, forman un anillo
conmutativo cuya álgebra permite el cálculo de la pri-
mera derivada. En efecto, de la serie de Taylor para una
función anaĺıtica f se tiene

f(x+ h) = f(x) + f ′(x)h+
1

2
f ′′(x)h2 +O(h3), (11)

y evaluando en x̂ = x + ε se obtiene (recordemos que
ε2 = 0)

f(x+ ε) = f(x) + f ′(x)ε. (12)

Esta cantidad es de la forma dada por (10) lo que nos
permite definir la función dual

f̂(x̂) = f(x) + f ′(x)ε, (13)

Nótese que al evaluar esta función en la variable dual x̂
se obtienen f(x) y f ′(x). Denotando por f0 (f1) la par-

te real (dual) de f̂ , se tiene para la composición de dos
funciones,

f̂(ĝ) = f0(g0) + f1(g0)g1 ε. (14)

Una extensión directa del número dual de la ecua-
ción (10) para el cálculo de la segunda derivada se logra
definiendo

r̃ = a+ ε1b+ ε2c (15)

con a, b, c números reales y ε1, ε2 definidos de tal forma
que obedezcan la siguiente tabla de multiplicar
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1 ε1 ε2

1 1 ε1 ε2
ε1 ε1 2ε2 0
ε2 ε2 0 0 . (16)

Ahora bien, evaluando la ecuación (11) en el número
x̃ = x + 1 ε1 + 0 ε2 obtenemos

f̃(x̃) = f(x) + f ′(x)ε1 + f ′′(x)ε2, (17)

expresión que es del mismo tipo definido por (15) y que
contiene el valor real de la función, su primera derivada
y su segunda derivada.

Denotando por f0, f1 y f2 a las componentes de f̃
(similarmente para g̃), se tiene para la composición de
funciones

f̃(g̃) = f0(g0) + f1(g0)g1ε1 + [f2(g0)g21 + f1(g0)g2)]ε2.
(18)

La implementación del número dual relacionado a la
ecuación (18) se realizó en Fortran (y puede descargarse
de [34]) definiendo un nuevo tipo de dato como sigue:

type, public :: dual2

real(8) :: f0, f1, f2

end type dual2

A partir de este nuevo tipo de dato se podrán construir
todas las funciones duales necesarias para el análisis y
śıntesis de mecanismos planares y esféricos.

Es importante señalar que una generalización para el
cálculo de segundas derivadas usando duales se presenta
en [30]. No obstante la justificación matemática es am-
bigua. En tal trabajo, se define la multiplicacion de dos
números ((hyper-dual)) a = a0 + a1ε1 + a2ε2 + a3ε1ε2 y
b = b0 + b1ε1 + b2ε2 + b3ε1ε2 como:

ab = a0b0 + (a0b1 + a1b0)ε1 + (a0b2 + a2b0)ε2 +

(a0b3 + a1b2 + a2b1 + a3b0)ε1ε2, (19)

donde ε21 = 0, ε22 = 0 y ε1ε2 6= 0.
Dado que las entidades base de tales números ((hyper-

dual)) son los śımbolos 1, ε1 y ε2, cualquier número de
este tipo se debe poder escribir como a0 + a1 ε1 + a2 ε2,
con ai ∈ R, i = 0, 1, 2. Ahora bien, si escribimos ε1ε2 en
la forma

ε1ε2 = a+ bε1 + cε2, (20)

multiplicando ambos lados de (20) por ε1ε2 se tiene
0 = aε1ε2, lo que implica que a = 0 (de otra forma, mul-
tiplique la última ecuación por a−1 para tener 0 = ε1ε2 lo
que es una contradicción, ya que por definición ε1ε2 6= 0).
Luego entonces, (20) se vuelve ε1ε2 = bε1 + cε2 al multi-
plicar por ε2, se sigue que b = 0. Similarmente se prueba
que c = 0 y por lo tanto ε1ε2 = 0 lo que es una contradic-
ción. Afortunadamente, en la implementación numérica
de [30], ε1 ε2 se trata como solo un śımbolo extra lo que
produce resultados correctos. No obstante, existe el ries-
go de querer usar el formalismo presentado en [30], lo
que resultaŕıa erróneo. dada la discusión previa.

3. Resultados

3.1. Vector de posición del punto aco-
plador

La figura 1 muestra un mecanismo esférico 4R. Los
puntos x1, ..., x4 representan las juntas rotacionales de
dicho mecanismo. La manivela o eslabón de entrada se
forma con la geodésica que conecta los puntos x1 y x2,
el eslabón acoplador está formado por la geodésica que
conecta los puntos x2 y x3, el eslabón de salida u oscila-
dor por la geodésica que conecta x3 con x4 y la bancada
la geodésica que conecta los puntos x4 y x1.

Figura 1: Mecanismo esférico 4R

Tomando como vector de diseño del mecanismo
esférico 4R al vector

v = [θ, η1, φ1, θf , α1, α2, α3, α4, β, γ], (21)

con η1 y φ1 los ángulos polar y azimutal del punto x1 y
el resto de parámetros como se muestra en la figura 1,
el vector de posición del punto acoplado rgen viene dado
por

rgen(v) = R(π/2, rβ) rβγ , (22)

donde R(ν,u) es la matriz de rotación activa de ángulo
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ν al rededor del vector unitario u, y

rβγ = R(β + γ,n23) r2

rβ = R(β,n23) r2

r2 = R(θ,x1) r1

r1 = R(α2,n14) x1

x1 = cosφ1 sin η1 i + sinφ1 sin η1 j + cos η1 k

n14 =
x1 ×T14

‖x1 ×T14‖
T14 = R(θf ,x1) T1

T1 =
x1T − (x1T · x1)x1

‖x1T − (x1T · x1)x1‖
x1T = R(σ,k) x1

n23 =
r2 × r3
‖r2 × r3‖

r3 = R(θ4,−x4) R(α4,−n14) x4

x4 = R(α1,n14) x1, (23)

con σ un ángulo arbitrario en (0, π) e i, j, k, los vectores
de la base estándar de R3. El ángulo de salida θ4 está
dado por [35,36]:

θ4 = 2 atan
−A±

√
A2 +B2 − C2

C −B
, (24)

donde

A = sinα2 sinα4 sin θ,

B = cosα2 sinα4 sinα1 − sinα2 sinα4 cosα1 cos θ,

C = cosα2 cosα4 cosα1 + sinα2 cosα4 sinα1 cos θ−
cosα3.

Ahora bien, promoviendo la ecuación (22) a su ver-
sión dual se obtiene la posición del punto acoplador y
su primera y segunda derivada respecto al ángulo de en-
trada θ. Lo anterior se hace de manera directa una vez
que se ha implementado a los números duales como un
nuevo tipo de dato. El apéndice A, muestra las funciones
y operadores implementados en el marco de los números
duales.

3.2. Velocidad y aceleración del punto
acoplador en el mecanismo esférico
4R

El mecanismo esférico 4R tiene un grado de libertad,
el único parámetro independiente (sin contar al tiempo)
es el ángulo de entrada θ. Denotando con un punto la pri-
mera derivada temporal y con dos puntos a la segunda,
las expresiones para la velocidad (ṙgen) y la aceleración

(r̈gen) del punto acoplador, vienen dadas por

ṙgen = θ̇
∂(rgen)

∂θ
(25)

r̈gen = θ̇2
∂2(rgen)

∂θ2
+ θ̈

∂(rgen)

∂θ
. (26)

Dado que, en principio, se puede controlar la veloci-
dad angular del eslabón de entrada, el cálculo de la ve-
locidad y la aceleración se reduce a calcular ∂(rgen)/∂θ
y ∂2(rgen)/∂θ2. Ambas derivadas se obtienen automáti-
camente de la ecuación (22) en su versión dual. Como
ejemplo, para un mecanismo cuyos parámetros de di-
seño se muestran en la tabla 1, se tienen las velocidades
y aceleraciones mostradas en la tabla 2. Es interesante
la comparación (ver tabla 3) entre las derivadas, usando
diferencias finitas con h = 1× 10−8 mediante las fórmu-
las

ṙgen(θ) =
rgen(θ + h)− rgen(θ)

h
(27)

para la velocidad y

r̈gen(θ) =
rgen(θ + h) + rgen(θ − h)− 2 rgen(θ)

h2
, (28)

para la aceleración. Si bien es cierto que los resultados
para la velocidad son buenos, para el caso de la acelera-
ción los errores son considerables.

Tabla 1: Parámetros del mecanismo esférico estudiado.
Se ha denotado al ángulo de entrada inicial (ángulo de
ensamble) como θ0.

θ0 η1 φ1 θf α1

0.0 π/2 0.0 0.0 1.3

α2 α3 α4 β γ
0.4 1.0 1.0 0.3 0.3

4. Conclusiones

Se muestra que mediante la dualización de las ecua-
ciones de posición, es factible establecer las ecuaciones de
orden superior de manera automática y transparente, sin
errores de truncamiento ni de cancelación, que permiten
vencer las dificultades de obtener derivadas de manera
anaĺıtica o por diferencias finitas. El caso abordado fue
el mecanismo esférico 4R pero queda claro que con la
implementación presentada, el enfoque de derivación es
general.
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Tabla 2: Componentes de la velocidad ṙgen(θ) y la aceleración r̈gen(θ) del punto acoplador para θ̇ = 1 (se ha usado
el sistema internacional de unidades).

θ ẋgen(θ) ẏgen(θ) żgen(θ) ẍgen(θ) ÿgen(θ) z̈gen(θ)

0.00000 −0.17247 0.04788 0.41517 −0.14192 −0.31737 −0.05040
0.62832 −0.18698 −0.14696 0.28843 0.08975 −0.26763 −0.29273
1.25664 −0.09359 −0.25789 0.09672 0.18600 −0.07734 −0.30228
1.88496 0.03302 −0.24958 −0.08561 0.20777 0.09146 −0.27877
2.51327 0.14349 −0.16169 −0.25226 0.11470 0.17390 −0.24075
3.14159 0.15464 −0.04293 −0.35565 −0.06675 0.20230 −0.06111
3.76991 0.10007 0.09407 −0.32223 −0.08189 0.22848 0.15723
4.39823 0.05892 0.22405 −0.16949 −0.05470 0.16432 0.32143
5.02655 0.02013 0.27829 0.06781 −0.08018 −0.00344 0.41653
5.65487 −0.05724 0.21476 0.31711 −0.17295 −0.19470 0.33082

Tabla 3: Componentes de la velocidad y la aceleración del punto acoplador para θ̇ = 1 empleando diferencias finitas
(se ha usado el sistema internacional de unidades).

θ ẋgen(θ) ẏgen(θ) żgen(θ) ẍgen(θ) ÿgen(θ) z̈gen(θ)

0.00000 −0.17247 0.04788 0.41517 5.55112 0.00000 2.22045
0.62832 −0.18698 −0.14696 0.28843 13.32270 1.11022 6.66134
1.25664 −0.09359 −0.25789 0.09672 28.86580 4.44089 19.98400
1.88496 0.03302 −0.24958 −0.08561 1.11022 −1.66533 1.11022
2.51327 0.14349 −0.16169 −0.25226 −2.22045 −1.11022 −4.44089
3.14159 0.15464 −0.04293 −0.35565 15.54310 −2.77556 3.33067
3.76991 0.10007 0.09407 −0.32223 2.22045 −0.55511 −0.83267
4.39823 0.05892 0.22405 −0.16949 7.77156 −1.38778 0.58981
5.02655 0.02013 0.27829 0.06781 −8.88178 −1.66533 −1.70003
5.65487 −0.05724 0.21476 0.31711 19.98400 6.66134 −3.19189

Apéndice A.
Funciones y operadores implemen-
tadas en su versión dual2.

Operador de asignación (=). Este operador sirve pa-
ra asignar un número real a uno dual. En esencia, si
xd es del tipo dual2 y xr es del tipo real, xd = xr es
equivalente a xd=dual2(xr,0d0,0d0).

Principales operadores y funciones matemáticas:
(**), (*), (+), (-), (/), (==), (/=), acos, acosh, asin,

asinh, atan, atan2, atanh, sin, cos, cosh, erf, sinh,
tan, tanh, exp, log, sqrt, abs.

Todas estas funciones y operadores se codificaron co-
mo elemental functions, lo que significa que aceptan
arreglos como argumentos, actuando sobre cada uno de
sus elementos.

Algunas funciones del algebra lineal:
matmul, dot product, sum, product.

También se han codificado las funciones norm y
cross, para la norma y el producto cruz de vectores
duales.
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ments on the exact kinematic synthesis of spherical 4r function generators, Mechanism and Machine Theory
44 (2009) 103–121.

54

http://arxiv.org/abs/1607.07892
http://arxiv.org/abs/1607.07892
http://vel-acel-e4r.frp707.esy.es/

	1 Introducción
	2 Metodología
	2.1 Diferenciación automática
	2.1.1 Modo tangente de DA
	2.1.2 Modo adjunto de DA
	2.1.3 Diferenciación automática usando números duales


	3 Resultados
	3.1 Vector de posición del punto acoplador
	3.2 Velocidad y aceleración del punto acoplador en el mecanismo esférico 4R

	4 Conclusiones

