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RESUMEN

En la ensefianza de las ecuaciones diferenciales la metodologia mas usada para determinar las soluciones es usando
métodos algebraicos. En este trabajo se muestra como determinar la solucion de las ecuaciones diferenciales lineales
usando el método de diferencias finitas. Se aplica dicho método numérico a dos ecuaciones diferenciales, una de
coeficientes constantes y otra de coeficientes variables. En ambos ejemplos se muestran las graficas comparativas
entre la solucion exacta y la obtenida por el método de diferencias finitas.
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Numerical solution of one-dimensional differential equations
by the finite difference method.

ABSTRACT

In teaching the differential equations the most used methodology to determine the solutions is using algebraic
methods. In this paper we show how to determine the solution of linear differential equations using the finite
difference method. This numerical method is applied to two differential equations, one of constant coefficients and
another one of variable coefficients. In both examples the comparative graphs between the exact solution and that
obtained by the finite difference method are shown.
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INTRODUCCION

Algunos de los problemas mas usuales en la
ensefianza de la Fisica a mnivel superior son:
movimiento vibratorio de sistemas mecanicos
(movimiento armoénico simple, movimiento sobre
amortiguado y criticamente amortiguado), problemas
de circuitos eléctricos 'y algunos problemas
miscelaneos (como el péndulo simple), tienen como
modelo matematico a una ecuacion diferencial
ordinaria (EDO) lineal de segundo orden con
coeficientes constantes, sujeta a valores iniciales o
valores de frontera, segin sea el caso.

Por otro lado, tradicionalmente en la ensefianza de las
ecuaciones diferenciales las soluciones se determinan
usando métodos algebraicos, tanto para EDO’s de
primer orden como de segundo orden. Por ejemplo,
para obtener la solucion de una EDO de segundo
orden con coeficientes constantes en forma
algebraica, esta se realiza aplicando uno de los
siguientes métodos:  soluciones exponenciales,
método de coeficientes indeterminados, método de
operadores anuladores, entre otros (Zill 2012; Spiegel
2003). Por lo cual, el estudiante obtiene un
conocimiento parcial (o limitado) de las diferentes
formas de obtener las soluciones de las ecuaciones
antes mencionadas (Sandoval y Diaz-Barriga 2008;
Népoles 2002).

Sandoval y Diaz-Barriga (2008), realizaron un estudio
sobre la didactica en la enseflanza de las ecuaciones
diferenciales de primer orden, en este estudio sefialan
que la busqueda de soluciones usando métodos
graficos estd lejos de ser tomada en cuenta por la
curricula tradicional, por las dificultadas que esta
presenta, dejando este tipo metodologia a un curso de
métodos numéricos. También, sefialan que los
métodos graficos facilitan a los estudiantes asociar

d’y(x)
e +p(x)——

donde p(x)y q(x) son coeficientes variables.

y()

diferentes actividades cognoscitivas, como son: ver y
razonar. Otra propuesta de la enseflanza de las
ecuaciones  diferenciales, es usar  paquetes
computacionales como Maple y Mathematica
(Ortigoza, 2007).

Los métodos numéricos que se ensefian basicamente
en una primera asignatura de Analisis Numéricos son:
método de Euler, Euler mejorado y Runge-Kutta.
Dejando para cursos mas avanzados, métodos como
el de diferencias finitas. Para un estudio exhaustivo
del método de diferencias finitas y su aplicacion
computacional se recomienda ver el trabajo de
Carrillo y Mendoza (Carillo y Mendoza 2015).

En este trabajo se muestra en forma detallada la
solucion de EDO’s, aplicando el método numérico de
diferencias finitas. Con el objetivo de resolver
ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden ya
sean homogéneas o no, se desarrolla el modelo de
diferencias finitas que tiene como procedimiento de
solucién transformar la ecuacion diferencial en un
sistema de ecuaciones lineales, en donde las
incognitas son los valores de la funcion en los puntos
establecidos a partir de un punto inicial @ y un paso

h entre cada abscisa hasta llegar al extremo del
rango b .

Método de diferencias finitas para problemas
unidimensionales

El método de diferencia finitas es utilizado para
determinar la solucion de una EDO con valores a la
frontera, es decir aquellos en donde se conocen los
valores de la funcion en los extremos del rango /a,b].
Una ecuacion diferencial lineal de segundo orden no
homogénea con coeficientes variables, es de la forma

+q(x)y(x) = f (%), )

Para establecer el método numérico, primeramente se aproximan la primera y segunda derivadas de una funcion

generalizada y(t) a partir del desarrollo en series de Taylor alrededor de un punto £, , esto es,

W(0) = ﬂﬂ+y()

( n)y%)at)+ +f%)o L) 4R (1) @

~1)!

Sustituyendo #, = X y tomando a / como un punto posterior a ,, es decir =X+ K, en la expresion (2), se

obtiene
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Y(x+h) = y(x)+y 1€ )() y”(x)(hf+...+w(h)”‘l+Rn(x). 3)
2! (n—-1)!

Sustituyendo nuevamente los valores de to = X y tomando a / como un punto anterior a f_, es decir { = X — h,en

la expresion (2), se obtiene

y()

VW) e 27

y(x=h)=y(x)- 2 ot (D!

(h)+ (h)"" +R,(x), )

Ahora, realizando la diferencia de las ecuaciones (4) de (3) y cortando la serie en la primera derivada de y(x), se
tiene que

y(x+h) = y(x=h) =2hy'(x). (5)

Renombrando y(x+h)=y 'y y(x—h)=y  seobtiene la aproximacion de la primera derivada de y(x):

’ y -y
xX) = i+l i-1 . (6)
Y ~= =

Para obtener la aproximacion de la segunda derivada de y(X) se realiza una suma de las ecuaciones (3) y (4), y

cortando la serie en la segunda derivada de y(x), en este caso se obtiene

Y +h)+ y(x=h) =2p(x)+ Y (D), (7)

renombrando nuevamente y(x+h)=y , y(x—h)=y 'y y(x)=y , se obtiene la expresién de la segunda
derivada de  y(x),

L2y +y
”n ~— 8
V' (x) pE (8)

Realizando la sustitucion y(x) = y ,y las ecuaciones (6) y (8) en la expresion de la ecuacion diferencial (1),

) _
P () 4 g0y, = (), ©

en la expresion anterior, se renombra p(x)=p , g(x)=¢q y f(x)=f;y sumando términos semejantes, se

obtiene

h h
v, A=2p)+y, (gh*-2)+y +2p)= nf. (10)

Dado que los coeficientes de las funciones y forman parte de una matriz se nombran de la siguiente forma: @ , a ,

L yse obtiene la siguiente expresion
2
yi—l (ai,i71)+'yi (ai,i)+y1+1 (ai,i+1) =h f;’ (1n
en donde,

160



Acosta y de Coss / Ingenieria 20-3 (2016) 158-167

a —1—ﬁ (12)
ii-1 2pi,
a = q‘_h2 -2, (13)
h
a =l+—p. (14)

i,i+1 i

Obtener una buena aproximacion a la solucioén exacta
de la ecuacion diferencial depende del tamafio del

paso /1, pero este, esta relacionado con el factor ¢ ,

ya que forma parte de la diagonal principal de la
matriz de coeficientes que se forma y que estad
expresado en la ecuaciéon (13). Haciendo esta
expresion dada en (13) menor que cero, se obtiene el
tamafo de paso maximo, esto es,

gh’-2<0=h< E

asignaturas de Fisica o Ecuaciones Diferenciales.
Ejemplo: Un peso de 6 /b estira un resorte 6 pulgadas.
Asuma que una fuerza amortiguadora, dada en libras
como 1.5 veces la velocidad instantanea en pies por
segundo, actiia sobre el resorte. Si se desplaza a la
masa 4 pulgadas por debajo de su posicion de
equilibrio y se suelta, encuentre la ecuacién
diferencial para este resorte y resuélvalo utilizando el
método de diferencias finitas.

La constante del resorte se obtiene aplicando la ley de

; q (I5)  Hooke:
b
Por lo que el nimero minimo N de pasos de célculo W(peso) =kx=>k = io
se expresa como: p
A partir de aplicar la segunda ley de Newton, se
b-a q plantea la siguiente ecuacion diferencial ordinaria con
N = 7 = N=(b-a) ? (16)  coeficientes constantes:
2
Para fines practicos, el nimero de pasos es de 3 6 4 (i) d’y =—1 5@_12)}
veces este valor minimo de N, ya que para un 327 dr? dt
numero de pasos cercano a N , se tiene un mal ajuste
de 1a solucion de la ecuacion diferencial. las condiciones iniciales para esta ecuacion

Para aplicar el método descrito anteriormente a una
ecuacion diferencial se debe tener en cuenta que los

valores de la funcién )(X) en los extremos del rango

[a,b] @)=y, v

y(b) =Yy, ,por lo que el primer valor a evaluar es

son  respectivamente

para i =1 y el tltimo es para i = N —1. Dado que
para cada valor de i se tiene una ecuacion lineal, el
problema de resolver una ecuacion diferencial se ha
convertido en solucionar un sistema de N —1
ecuaciones algebraicas con N —1 incégnitas. Como

diferencial son las siguientes: x = 1 (pie) en ¢ =0

d iy
y = =0 en t=0. La solucion exacta para esta

ecuacion diferencial es:
243 .
y = T\/_ e sin(4/3t + %) .

La EDO dada en (18) tiene que ser expresada en la
forma del modelo de solucién (1), por lo que se tiene:

es sabido, determinar las soluciones de un sistema de d’y 2 dy 64
ecuaciones algebraicas se puede obtener usando el ;7 To— -+ =0
) dt dt
método de Gauss-Jordan.
por lo que
Aplicacion del método a una EDO con coeficientes p (x ) =8
constantes q(x)=064

Aplicaremos ahora el método mencionado a una
ecuacion diferencial proveniente de un sistema
resorte-masa, que suele ser un ejemplo clasico en

161
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Para ejemplificar el método haremos una corrida de 5
pasos (que es menor que la N minima calculada con
la ecuacién (16) que es de N =6), por lo que la
b-a 1

distancia entre pasos es /1 = i

valores de frontera del contorno y (¢ =0) =% y

vy (t =1)=10.007, los cuales fueron calculados con

la ecuacion (19), estos valores son los datos de inicio
del problema, pero para aplicar el método, en este
caso los tomamos de una evaluacion directa a la

solucion de la ecuacion diferencial. Al ser p(x) y
q(x) de =02,

a =056y a = 1.8 también lo son. Iniciando

a

i

constantes los valores

en N =1, construiremos un sistema de ecuaciones
donde se muestra la matriz tridiagonal que se forma.

0.2y +0.56y +1.8y =0
0.2y +0.56y +1.8y =0
0.2y +0.56y +1.8y =0
0.2y e+0.56y +1.8y =0

donde y 'y y_ son los valores de frontera del

(24)
(25)
(26)
27

contorno, multiplicandolos por sus correspondientes

a ya .. Reescribiendo estos valores al otro lado
1,0 )

de la igualdad obtenemos un sistema de ecuaciones
que en forma de matrices es:

056 18 0 0 1[»] [-0.0667
02 056 18 0 |y 0
0 02 056 18|y | o
0 0 02 056|y| |-0.0126

En el sistema de ecuaciones obtenido anteiormente se
forma una matriz tridiagonal. Este sistema se resuelve
utilizando el método de la matriz ampliada con una
reduccion de Gauss-Jordan.

En la tabla 1, se muestra el resultado de resolver el
sistema de ecuaciones. Donde en la primer columna
se da el niimero N (pasos), la segunda columna los
valores que va tomado x, en la tercera columna se
tienen los valores de y evaluados y en la ultima
columna los valores calculados.

Tabla 1. Valores obtenidos al evaluar de la funcion y(x) y hallados y .

N x| () Y,

0 0 0.3333 0.3333

1 0.2 |0.1126 3.3521

2 0.4 | -0.0487 -1.1540
3 0.6 | -0.0308 -0.0134
4 0.8 | 0.0047 0.1324

5 1.0 | 0.0070 0.0070

En la figura 1 que corresponde a la tabla 1, se observa
que al tomar un valor de N menor que el minimo
dado por la ecuacion (16), la solucion numérica no se

4 T T

aproxima a la solucion exacta.

Wx)

2 L 1

—a— funcion y(x)
®  aproximacion y.

0.0

Figura 1. Grafica de x contra y(x) para N =5.
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se observa que es necesario construir una matriz de
tamafio 5x5 y resolver el sistema de ecuaciones
planteado, lo que da como resultado:

Cuando N = 6, el valor minimo de pasos dado por la
ecuacion (16) y recalculando los wvalores de

a =03333.a =-02222ya =1.6667.

i

[-0.2222  1.6667 0 0 0 7{>| [-0.1111]
0.3333 -0.2222 1.6667 0 0 », 0
0 0.3333 -0.2222 1.6667 0 y,|= 0
0 0 0.3333  -0.2222  1.6667 ||y, 0

0 0 0 03333 -0.2222||y | [-0.0117]

De forma similar a la tabla anterior, los valores obtenidos al solucionar este ultimo sistema de ecuaciones se
muestran en la tabla 2.

Tabla 2. Valores obtenidos al evaluar la funcién y(x) y hallados y , para N =6.

N x y(x) Y,

0 0 0.3333 0.3333
1 0.1666 | 0.1595 0.6344
2 0.3333 -0.0216 0.0179
3 0.5 -0.0510 -0.1245
4 0.6667 | -0.0155 -0.0201
5 0.8333 | 0.0070 0.0222
6 1.0000 | 0.0070 0.0070

En la grafica 2, se muestra la soluciéon al célculo
anterior. En ésta grafica se observa que aun cuando

N toma el valor minimo (N =6), no se obtiene un
ajuste adecuado a la solucion algebraica.

° = funcion y(x)

06 [ N e
@ aproximacion y

04 -

W(x)

02 -

00| ° bt

02 1 L 1 1 L L
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

Figura 2. Gréfica de x contra y(x) para N =6.

Debido a la discrepancia entre las curvas de la figura
2, es necesario realizar una nueva corrida, en este
caso se toma NN =10, aproximadamente el doble
que en la corrida anterior. Nuevamente se calcula

a ]=0.6, a”=—1.36 y a_ =14, y se

i

procede de forma andloga al caso de N = 6, en este

caso se obtiene un sistema de 9 ecuaciones con 9
incognitas. La figura 3, corresponde a la corrida con

N =10 y los valores de los coeficientes son:
a . =0.6,a =-136y a . =1.4, se muestra
un mejor ajuste con la solucién algebraica, pero atn
no es el optimo.
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Realizando nuevamente una corrida para N =20
(aproximadamente el triple de su valor), se construye
un sistema de 19 ecuaciones y 19 incognitas. La

figura 4, corresponde a la corrida con N =20 y los
valores de los coeficientes para este caso son:

T T
0.35 |

0.30 |

025 - L

0.20 |-

0.15 -

Wx)

0.10 |-

0.05 |-

0.00 -

-0.05 |-

-0.10 L L

—=&— funcién y(x)

& aproximacion y

Figura 3. Gréfica de x contra )(x) para N =10.

025 -

0.20 |

yx)

0.15 -

0.05 |-

0.00 -

-0.05 |-

& funcion y(x)

@ aproximacion y

Figura 4. Grafica de X contra y(x) para N =20.

a . =0.8, a =-1.84y a . =1.2. En donde

se puede observar claramente que existe una
diferencia entre los valores de la funcion evaluada y
los obtenidos mediante la aplicacion  del
procedimiento de diferencias finitas. Esto se debe
principalmente al tamafio del paso 4 y en menor
medida al error asociado al método ya que es del

orden de O(h°).

Aplicacion del método a una EDO con coeficientes
variables

Con el método de diferencias finitas también es
posible resolver ecuaciones diferenciales ordinarias
de coeficientes variables, pero el criterio para
determinar el paso es similar al mostrado en la

ecuacion (16), pero la funcién g(x) que se evalua es

la maxima (valor absoluto) en el rango. En este tipo
de ecuaciones diferenciales los términos que

164

corresponden a cada @
i,j

dependen de los coeficientes p(x) y g(x). El valor

son variables, dado que

del ntmero de pasos N se calcula respecto del
méximo valor que toma ¢(X). A manera de ejemplo,
se resuelve la EDO dada por:

2t , 2
t —
1+t2)y() (1+t2

Y'(0)=( )y(0) =1

hallar el conjunto de valores de y(#) definidos en el
rango [0,4], con condiciones de contorno:

1(0) =1.25; (4) = -0.95

En este caso, el valor mdximo que toma g(x) =2y

el valor minimo de N =4, por lo que se realizara la

(28)
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corrida para N =20, con un paso de 4 =0.2. Con muestran en la tabla 3.
estos parametros de calculo ya definidos se construye

una tabla de valores para las @ y las f que se
i,j !

Tabla 3. Valores obtenidos al evaluar las funciones p(x), g(x), a y h’ f.
ij i

N x[ p(X) q(X) al i-1 al i al i+1 hzf
0 0
1 0.2 | -0.3846 -1.9231 1.0385 | -2.0769 0.9615 | 0.0400
2 0.4 | -0.6897 -1.7241 1.0690 | -2.0690 0.9310 | 0.0400
3 0.6 | -0.8824 -1.4706 1.0882 | -2.0588 0.9118 | 0.0400
4 0.8 | -0.9756 -1.2195 1.0976 | -2.0488 0.9024 | 0.0400
5 1.0 | -1.0000 -1.0000 1.1000 | -2.0400 0.9000 | 0.0400
6 1.2 | -0.9836 -0.8197 1.0984 | -2.0328 0.9016 | 0.0400
7 1.4 | -0.9460 -0.6757 1.0946 | -2.0270 0.9054 | 0.0400
8 1.6 | -0.8989 -0.5618 1.0899 | -2.0225 0.9101 0.0400
9 1.8 | -0.8491 -0.4717 1.0849 | -2.0189 0.9151 0.0400
10 | 2.0 | -0.8000 -0.4000 1.0800 | -2.0160 0.9200 | 0.0400
11 [ 22 |-0.7534 -0.3425 1.0753 | -2.0137 0.9247 | 0.0400
12 124 |-0.7101 -0.2959 1.0710 | -2.0118 0.9290 | 0.0400
13 | 2.60 | -0.6701 -0.2577 1.0670 | -2.0103 0.9330 | 0.0400
14 | 2.8 |-0.6335 -0.2262 1.0633 | -2.0091 0.9367 | 0.0400
15 [ 3.0 | -0.6000 -0.2000 1.0600 | -2.0080 0.9400 | 0.0400
16 | 3.2 |-0.5694 -0.1779 1.0569 | -2.0071 0.9431 0.0400
17 |34 |-0.5414 -0.1592 1.0541 -2.0064 0.9459 | 0.0400
18 [ 3.6 |-0.5158 -0.1433 1.0516 | -2.0057 0.9484 | 0.0400
19 | 3.8 |-0.4922 -0.1295 1.0492 | -2.0052 0.9508 | 0.0400
20 | 4.0
COn lOS VaIOI‘eS de la tabla 3, N fOHna una matriz ﬁ'ontera y(4) = _0‘95 La matriz tridiagonal que se
tridiagonal en donde el elemento a  se multiplica forma es de tamafio 19 x 19, que se representa como
por el primer valor de frontera )(0)=1.25, y se sigte:
pasa al otro lado de la igualdad, para el elemento
a. . este se multiplica por el segundo valor de
[-2.0769 0.9615 0 0 L 117, [—1.2581]
1.0690 -2.0690 0.9310 0 L Y, 0.04
0 1.0882 -2.0588 0.9118 L y.|=| 0.04
M M M M 0 M M
0 0 L 1.0492  -2.0052||y 0.9432
Los resultados obtenidos al resolver el sistema de de modo tabulado en la Gltima columna de la misma
ecuaciones lineales se muestran en la tabla 4, la tabla se muestra la evaluacion de la solucién exacta
solucion exacta de la ecuacion diferencial se muestra en x .
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Tabla 4. Valores obtenidos al resolver el sistema de ecuaciones lineales.

Nilx |y y(x)

0 0.0 1.2500 1.2500

1 0.2 0.8995 0.8957

2 0.4 0.6345 0.6286

3 0.6 0.4202 0.4133

4 0.8 0.2354 0.2282

5 1.0 0.0677 0.06066
6 1.2 -0.0898 -0.0966
7 1.4 -0.2406 -0.2469
8 1.6 -0.3859 -0.3917
9 1.8 -0.5255 -0.5307
10 | 2.0 -0.6581 -0.6628
11 2.2 -0.7818 -0.7859
12 | 24 -0.8939 -0.8975
13 | 2.60 | -0.9915 -0.9945
14 | 2.8 -1.0712 -1.0737
15 3.0 -1.1293 -1.1313
16 | 3.2 -1.16185 -1.1635
17 | 3.4 -1.1647 -1.1659
18 | 3.6 -1.1335 -1.1342
19 | 3.8 -1.0635 -1.0639
20 | 4.0 -0.9500 -0.9500

La grafica que corresponde a la solucion del sistema

de ecuaciones se muestra en la figura (95).

En dicha grafica se muestra que la solucion dada por

el método de diferencias finitas es una buena
aproximacion a la solucion exacta de la ecuacion
diferencial de coeficientes variables dada en la
ecuacion (28).

15 T

05 -

)

T T

#— Funcién y(x)
®  Aproximacién

Figura 5. Gréfica de x contra )(x) para N =20 .

Conclusiones

En este trabajo se mostrd como resolver en forma
detallada las ecuaciones diferenciales ordinarias por
el método de diferencias finitas, en particular: a) se

166

resolvio una ecuacion diferencial ordinaria con
coeficientes constantes que corresponde al modelado
de un sistema fisico resorte-masa, b) una ecuacién
diferencial ordinaria con coeficientes variables. Se
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discutio la importancia del tamafio del paso £ y el

nimero de pasos N para obtener una buena
aproximacion. Nosotros consideramos que al ensefiar
en un curso de ecuaciones diferenciales este tipo de
métodos numéricos, el estudiante obtendra un
conocimiento mas completo de las diferentes formas
de solucion de las ecuaciones diferenciales.
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