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RESUMEN 
Se propone un esquema de sincronización para sistemas fraccionarios caóticos, es decir, sistemas modelados con 
operadores de orden no entero (éstos operadores son generalizaciones de la derivada e integral usuales) cuyo 
comportamiento es caótico. En particular, se toman sistemas de Lü fraccionarios y un esquema maestro-esclavo, para 
la sincronización. Esto se lleva a cabo mediante un acoplamiento no lineal, por lo que la sincronización de todos los 
estados es inexacta, es decir, los estados de cada sistema se mantienen lo suficientemente cerca, debido a que sólo se 
garantiza que el sistema que representa el error es estable, y no asintóticamente estable. Pero, a diferencia de otros 
trabajos, no se pide eliminar la parte no lineal del error de sincronización, por lo que se considera que este enfoque es 
menos restrictivo. 
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Complete inexact synchronization of fractional 
order Lü systems 

 
ABSTRACT 
In this work is proposed a synchronization scheme for fractional order chaotic systems, i.e., systems modeled by non 
integer order differential operators (these operators can be seen as generalizations of the ones for the usual integral 
and derivative) whose behavior is chaotic. In particular, the fractional order chaotic systems taken are the so called 
Lü systems and the synchronization approach is master-slave. The synchronization process is carried out through a 
nonlinear coupling, this is why the synchronization of all states is inexact, i.e., all the states of the system are 
maintained closely enough, due to the fact that is only guaranteed that the dynamic error system is stable, and not 
asymptotically stable. The main difference between this work and others on the subject is that in this scheme it is not 
necessary to eliminate the nonlinear part of the dynamic system of the error, therefore is considered by the authors 
that this approach is less restrictive. 
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INTRODUCCIÓN 
La sincronización es un concepto fundamental y, de 
hecho, es un fenómeno universal en la ciencia y la 
tecnología. Existen muchos fenómenos interesantes 
que ocurren en la naturaleza, por ejemplo, luciérnagas 
destellando al mismo tiempo, grillos cantando en 
sincronía, las células del corazón que bombean al 
mismo tiempo. Por otro lado, existen distintas 
aplicaciones tecnológicas en las que se hace uso de la 
sincronización de sistemas caóticos, como: cifrado de 
información mediante el uso de sincronización de 
sistemas caóticos (Ming et al., 2008), coordinación de 
agentes múltiples (Cao et al., 2008), entre otros. 
 
El cálculo fraccionario es una alternativa para 
modelar sistemas físicos, algunos de éstos sistemas 
son: viscoelasticidad, polarización dieléctrica, 
polarización electrodo-electrolito y ondas 
electromagnéticas (Das, 2008; Hilfer, 2000). Además, 
existen otras ramas de estudio relacionadas con el 
modelado de sistemas fraccionarios, como: dinámicas 
caóticas y su sincronización (Grigorenko et al., 2003; 
Hartley et al., 1995), estabilidad (Momani, 2003; 
Matignon, 1996;Wen, 2008), sistemas con retardos, 
identificación de sistemas, control de sistemas, 
robótica, principios variacionales y sus aplicaciones, 
ecuaciones de Euler-Lagrange, transformada de 

Fourier fraccionaria, modos deslizantes fraccionarios, 
entre otras. 
 
En la siguiente sección se presenta en forma breve al 
operador fraccionario de Caputo, que es el más 
utilizado en áreas de la ingeniería. A continuación se 
presentan dos teoremas utilizados para garantizar la 
estabilidad de la solución en el origen del sistema 
dinámico del error, garantizando así la sincronización. 
Finalmente se presenta una descripción de la 
metodología, un ejemplo de aplicación y las 
conclusiones obtenidas. 
 
 
Sistemas de orden fraccionario 
Utilizaremos el operador fraccionario de Caputo en la 
definición de los sistemas de orden fraccionario, esto 
se debe a que el significado de las condiciones 
iniciales para los sistemas descritos, utilizando éste 
operador, es el mismo que para los sistemas de orden 
entero. 
 
Definición de la Derivada Fraccionaria de Caputo 
La derivada fraccionaria de Caputo de orden ߙ ∈ ℝା 
de una función f está definida como: véase (Podlubny, 
1999) 

 

(ݐ)௧ఈ݂ܦ                                                           = ଵ(ିఈ)  ݂()(߬)(ݐ − ߬)ିఈିଵ݀߬,௧                                                     (1) 

 
donde:  ݊ − 1 ≤ ߙ < ݊, ݂()(߬) es la n-ésima 
derivada de f en el sentido usual, ݊ ∈ ܰ y Γ es la 
función gama.  
 

Tomamos el problema de condiciones iniciales para 
un sistema no lineal de orden fraccionario, con 0 < ߙ < 1  

(ݐ)ݔ௧ఈܦ                                                                      = ,ݔ)݂ (0)ݔ      ,(ݐ = ݔ                                                              (2) 
 
Donde ݔ ∈ ℝ, ݂: ℝ × Ω ⟶ ℝ es Lipschitz (lo 
cual, se puede demostrar que asegura la unicidad de la 
solución), con Ω ⊆ ℝ  (Diethelm, 2002). 
 

Para sistemas de orden fraccionario lineales e 
invariantes en el tiempo, ݂(ݔ, (ݐ =  podemos ,ݔܣ
garantizar la estabilidad en el sentido de Lyapunov. 
Tomamos el sistema siguiente, con 0 < ߙ < 1 

 
(ఈ)ݔ                                                               = (ݐ)ݔ௧ఈܦ = (0)ݔ      ,(ݐ)ݔܣ = ݔ                                                          (3) 
 
Resultados de Estabilidad para sistemas de orden 
fraccionario. 
Teorema 1(Matignon, 1996) 
El sistema anterior es: 
Asintóticamente estable si y sólo si |arg (ߣ(ܣ))| >ఈగଶ , ݅ = 1, 2, … , ݊, donde arg (ߣ(ܣ)) denota el 

argumento del eigenvalor ߣ de ܣ. En este caso, el 
componente del estado decae a 0 como ିݐఈ▄ 
 
Ahora para sistemas no lineales de orden fraccionario 
tomamos el siguiente resultado: 
Teorema 2(Wen et al., 2008) 
Considérese el sistema dinámico de orden 
fraccionario n-dimensional 

 
(ఈ)ݔ                                                                                   = ݔܣ +  (4)                                                                       (ݔ)݃
 
donde A es una matriz, g es una función no lineal de x, y 0 < ߙ < 1 si: 
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 La solución (ݐ)ݔ = 0 del sistema ݔ(ఈ) =  ݔܣ
es asintóticamente estable, y (ܣ)ߩߙ > (ܣ)ߩ)   1 ≡ 
radio espectral de ܣ. 

 ݃(0) = 0 y limԡ௫ԡ→ ԡ(௫)ԡԡ௫ԡ = 0. 

Entonces (ݐ)ݔ = 0, para 0 ≤ ݐ ≤  es una solución ,ݐ
estable del sistema descrito por la Ecuación (4).  
▄ 
 
El teorema 1 sirve para garantizar la estabilidad 
asintótica del origen de los sistemas dinámicos 
lineales, este resultado ha sido utilizado en otros 
trabajos para lograr la sincronización completa 

exacta, sólo que es necesario eliminar la parte no 
lineal del sistema dinámico del error. Por otro lado, al 
utilizar el teorema 2 es posible garantizar la 
estabilidad (a secas) del origen del sistema dinámico 
del error, pero sin la necesidad de eliminar la parte no 
lineal. 
 
METODOLOGÍA 
Esquema de Sincronización Maestro-Esclavo 
 
Considérense los sistemas maestro y esclavo como: 

ℳ(ఈ)ݔ                                            = ℳ݂(ݔℳ), ௌ(ఈ)ݔ                             = ௌ݂(ݔௌ, ℳݕ  ,(ݑ = ℎℳ(ݔℳ)                               ݕௌ = ℎௌ(ݔௌ) 
 
donde ݔℳ: ℝ ⟶ ℝ es el vector de estados del 
sistema maestro,  ℳ݂: ℝ ⟶ ℝ es un campo 
vectorial suave ݕℳ: ℝା ⟶ ℝ es la salida del sistema 
maestro, ݔௌ: ℝ ⟶ ℝes el vector de estados del 
sistema esclavo, ௌ݂: ℝ × ℝ ⟶ ℝ es un campo 
vectorial suave, ݑ ∈ ℝ es la entrada de control y ݕௌ: ℝା ⟶ ℝ es la salida del sistema esclavo. 
 
En este esquema de sincronización, el sistema 
maestro representa la dinámica objetivo, mientras que 
el sistema esclavo representa el sistema a ser 
controlado. Es decir, dado el error de sincronización: ݁ = ℳݔ −  ௌ,                    (6)ݔ
se debe de encontrar una función ݔ)ݑℳ, ௌ) tal que lim௧→ஶݔ (ݐ)݁ ≈ 0, puesto que se considera la 
sincronización completa inexacta. 
 
Descripción 
Es necesario tener identificado al sistema maestro, así 
como al sistema esclavo (como en la ecuación (5)), 
además para poder lograr la sincronización completa 
inexacta es necesario que ambos sistemas tengan 
descripciones de la forma de la ecuación (4) y que 
sean del mismo orden fraccionario α. 
Después a partir de la definición del error de 
sincronización, ecuación (6), hay que determinar al 
sistema dinámico del error ݁ఈ. La ley de control que 
se agrega al sistema esclavo debe ser construida de tal 
forma que el sistema dinámico del error sea de la 
forma de la ecuación (4), con la diferencia de que en 

vez del vector de estado tendremos al error, y que en 
vez de tener sólo a la matriz A, tendremos A+BK para 
tener la posibilidad de lograr que el origen sea 
estable. Esquemas similares a este han sido 
presentados para orden entero (Pikovsky, 2001). 
Finalmente, en caso de que las condiciones del 
teorema 2 se cumplan, podremos decir que se ha 
logrado la sincronización completa inexacta de dichos 
sistemas. 
 
EJEMPLO DE APLICACIÓN 
 
Este esquema de sincronización está basado en 
garantizar la estabilidad del origen del sistema 
dinámico del error. En el siguiente ejemplo se 
muestran dos sistemas de Lü de orden fraccionario, 
uno se toma como el maestro, y el otro como esclavo. 
 
Primero se presenta cada sistema, así como el plano 
fase del sistema, pero sin la ley de control. Las 
matrices A de ambos sistemas tienen los mismos 
parámetros, pero los sistemas tendrán distintas 
condiciones iniciales para obtener distintos 
comportamientos. 
 
Sistema de Lü 
 
Tómese el sistema de Lü maestro de orden 
fraccionario α, (Lu, 2006) que se puede escribir 
como: 

 

ℳ(ఈ)ݔ                                               = ℳݔܣ + (ℳݔ)݃ = −ܽ ܽ 00 ܿ 00 0 −ܾ൩ ℳݔ +  ℳଶݔℳଵݔℳଷݔℳଵݔ−0 ൩,                                       (7) 

 
con ݔℳ = ሾݔℳଵ ℳଶݔ   ,ℳଷሿ், a = 35, b = 3, c = 28ݔ
α = 0.8, y condiciones iniciales ݔℳ(0) =ሾ1 0 1ሿ். 
 

A continuación se presenta el plano fase del sistema 
fraccionario de Lü maestro sin ninguna señal de 
control. 

(5) 
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Figura 1. Plano fase del sistema de Lü maestro. 

 
Y el sistema de Lü esclavo de orden fraccionario α, que se puede escribir como: 
 

ௌ(ఈ)ݔ                                    = ௌݔܣ + (ௌݔ)݃ + ݂(ݔௌ) = −ܽ ܽ 00 ܿ 00 0 −ܾ൩ ௌݔ +  ௌଶݔௌଵݔௌଷݔௌଵݔ−0 ൩ + ݂(ݔௌ)                             (8) 

 
con ݔௌ = ሾݔௌଵ ௌଶݔ  ௌଷሿ், a = 35, b = 3, c = 28,  αݔ
= 0.8, condiciones iniciales ݔℳ(0) = ሾ−1 3 0ሿ், 
y el control ݂(ݔௌ) = (ℳݔ)݃ − (ௌݔ)݃ − ℳݔ)݃ (ௌݔ− − ℳݔ)ܭܤ − ܤ ௌ), dondeݔ = ሾ1 1 1ሿ் y ܭ = ሾ0 −50 0ሿ். 

 
A continuación se presenta el plano fase del sistema 
fraccionario de Lü esclavo sin ninguna se señal de 
control. 

 
Figura 2. Plano fase del sistema de Lü esclavo. 

 

-50

0

50

-40-30-20-100102030
0

10

20

30

40

50

60

 

x
M1xM2

 

x
M

3

x
M

-50

0

50

-30-20-1001020304050
-10

0

10

20

30

40

50

60

 

xS1xS2

 

x
S

3

xS



Martínez-Martínez et al. / Ingeniería 15-2 (2011) 93-100 

97 

De la ecuación del error de sincronización, la dinámica del error está dada por 
 

                                                              ݁(ఈ) = ℳ(ఈ)ݔ − ℳ(ఈ)ݔ = ܣ) + ݁(ܭܤ + ݃(݁)                                                      (9) 
 
Con B y K propuestos, se asegura que el sistema 
dinámico del error satisface las condiciones del 
Teorema (Wen et al., 2008) 
 
RESULTADOS Y DISCUSIÓN 
 
Con el cálculo de los valores adecuados se dice que 
las hipótesis del teorema (Wen et al., 2008) se 

cumplen. La simulación se muestra en las Figuras 3-
6. Se puede observar que dada la definición del error 
de sincronización, Ecuación (6), la sincronización se 
da cuando el error sea cero y las dinámicas 
correspondientes serán aproximadamente iguales. 
Hay que tener en cuenta que la ley de control ( ݂ ) se 
aplica en t = 4s, i.e., para t < 4s se tiene  ݂ = 0. 

 
Figura 3. Componente ݁ଵ(ݐ) = (ݐ)ℳଵݔ −  .del error (ݐ)ௌଵݔ

 

 
Figura 4. Componente ݁ଶ(ݐ) = (ݐ)ℳଶݔ −  .del error (ݐ)ௌଶݔ
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Figura 5. Componente ݁ଷ(ݐ) = (ݐ)ℳଷݔ −  .del error (ݐ)ௌଷݔ

 

 
Figura 6. Componentes ݁ଵ(ݐ), ݁ଶ(ݐ), ݁ଷ(ݐ) del error, en una misma gráfica. 

 
De las figuras 3 y 4 se observa que la sincronización 
de los estados 1 y 2 de los sistemas maestro y esclavo 
se da en un intervalo de tiempo pequeño en 
comparación con la sincronización del estado 3 de los 
sistemas, que se muestra en la figura 5. 
 
En la Figura 6, se observa que al aplicar la ley de 
control  ݂ , en t = 4s, el error entre los estados de los 
sistemas se aproxima a cero. A continuación se 
presenta su plano fase con la señal de control activada 
en t = 4s en la Figura 7. 
 
En la Figura 7 se observan los planos fase del sistema 
maestro y del sistema esclavo en una misma gráfica. 
La intención es ilustrar la forma en la que es 

modificada la dinámica del sistema del error, al 
modificar el acoplamiento. 
 
CONCLUSIONES 
 
Se puede observar que dependiendo del esquema de 
estabilidad con el que se cuente, es la manera en la 
cual se pueden construir las leyes de control o 
acoplamientos, para garantizar las condiciones de 
estabilidad. En trabajos futuros se pretende encontrar 
esquemas de estabilidad asintótica, para garantizar 
sincronización completa; i.e., se pretende que 
garantizar que cuando ݐ ⟶ ∞, la dinámica del 
sistema esclavo sea exactamente igual a la dinámica 
del sistema maestro. 
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Figura 7. Plano fase de los sistemas maestro (azul) y esclavo (negro) con el control activado en t=4s. 

 
Por ejemplo, se puede utilizar un esquema con 
funciones de Lyapunov candidatas, para garantizar 
estabilidad asintótica de una solución de la dinámica 
del error, en un intervalo dado. 
 
Se presenta un esquema de acoplamiento para lograr 
la sincronización completa inexacta de dos sistemas 
caóticos de orden fraccionario, donde ambos sistemas 
de Lü  (maestro y esclavo) tienen el mismo orden, α. 
La ley de control es no lineal y por lo tanto menos 

restrictiva, pero debido a esto sólo se puede garantizar 
la sincronización completa inexacta. 
 
Finalmente, es necesario mencionar que se utilizaron 
sistemas de Lü para ejemplificar, pero con este mismo 
esquema es posible lograr la sincronización de otro 
tipo de sistemas fraccionarios caóticos, como los 
sistemas fraccionarios de Chen, Lorenz, Chua, entre 
otros. 
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